DEVELOPMENT OF STRESS ANALYSIS BY USING PHOTOELASTICITY EXPERIMENT AND FINITE ELEMENT MODELING CALCULATION AND ITS APPLICATION FOR FRICTION AND CONTACT PROBLEM by 狭間 大樹
光弾性実験と有限要素モデル計算による応用解析法
の構築とその摩擦・接触問題への応用
著者 狭間 大樹
出版者 法政大学大学院理工学研究科
雑誌名 法政大学大学院紀要. 理工学・工学研究科編
巻 59
発行年 2018-03-31
URL http://hdl.handle.net/10114/14176
法政大学大学院理工学・工学研究科紀要 Vol.59(2018年 3月） 法政大学
光弾性実験と有限要素モデル計算による応力解析法の構築と
その摩擦・接触問題への応用
DEVELOPMENT OF STRESS ANALYSIS BY USING PHOTOELASTICITY EXPERIMENT
AND FINITE ELEMENT MODELING CALCULATION AND ITS APPLICATION FOR
FRICTION AND CONTACT PROBLEM
狹間 大樹
Daiki Hasama
指導教員 平野 元久 教授
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In order to accurately determine the stress-strain distributions interior to solids and solid interfaces in
contact and friction, it is crucial to making use of the photoelastic experiments and the nite element
method-based numerical analysis. This research aims to clarify the criterion of the crack generation and
propagation at contacting surfaces in friction, and to elucidate how surface-texturing aects increase and
decrease of friction. It has been shown in this report that the primitive deformation tests such as four-
point beam bending, plate tensile test, disk compression test has been done to nally obtain the reasonable
photoelasticity sensitivity of epoxy specimen material and to conrm the good agreement between the
calculated and measured stress-strain distributions by improving both of FEM models and experimental
setup.
Key Words: Photoelasticity, Finite element method, Stress-optical coecient, Stress concentration factor,
Saint-Venent's principle, Tribology
1. はじめに
計算機支援設計工学 (CAE: Computer-Aided Engineer-
ing)の進歩に伴い，高度な汎用コードが開発されている．そ
れらは難解な非線形理論を実装しているが，便利なユーザー
インターフェースを備えており，専門家のみならず，一般技
術者も先端 CAEを利用できるようになっている．一方，十
分な経験を持たずして問題解法にあたると，先端 CAEが提
示する結果について，解析・解釈の誤りを見落とす危険性が
あるといえる．機械要素の応力解析を実証するには，光弾性
法等で得られる実験結果と CAE計算結果を突き合わせ，数
値解析における基礎理論のコード化，モデリングの妥当性を
詳細に検証することが必要となる．本研究は，機械要素の摩
擦接触部近傍でのき裂の発生・進展による接触部表層の破壊
発生機構や，表面テクスチャリングの摩擦低減機能の解明を
将来課題として，摩擦接触部の 2次元応力解析の定量化手法
開発を目的としている．本論文では，光弾性実験装置を開発
するために，光弾性実験では基本的な応力解析実験として，
はりの 4点曲げ，板材の引張試験，円板圧縮実験を実施し，
供試材料であるエポキシ樹脂の光弾性感度係数を求めるとと
もに，実験で得られた等色線図，主応力分布等について，有
限要素計算 (MATLAB で作成) とを比較し，モデルの改良
を通して理論・実験の妥当性を検証した結果を議論する．
2. 光弾性実験の光学系と等傾線・等色線
Fig. 1 Photoelasticity experimental equipment
Fig. 2 Optical interference in photoelastic experi-
ments
Fig.1は光弾性実験装置の光学系を示す．Fig.2は，Fig.1
の光学系における，光の偏光や位相の状態を示す．光源から
発せられたの単色光あるいは白色光はコリメータレンズに
よって平行光となった後，偏光板を通過して偏光となり，負
荷をかけられた状態にある試験片に入射する．試験片はエポ
キシ材料から作られており，試験片に入射した光はエポキシ
材料の一時的複屈折性のために，試験片内で 2つの光 (通常
光線と異常光線)に分かれ，それらの振動方向は，2つの直
交する主応力 1 と 2 の方向となり試験片内を伝播する．2
つの異なる光路をそれぞれの位相速度で伝播した光は，試験
片を通過したのちに位相差をもつようになり，この位相差を
通過後の光学系によって検出して干渉縞を生成する．Fig.2
において，試験片を通過後の 2つの偏光は互いに位相差を持
つようになり，検光子 (偏光板)によって 2つの光は合成さ
れ，位相差に応じた干渉が起こり，干渉縞画像として得られ
る等傾線画像 (あるいは，円偏光によって得られれる等色線
画像)は CCDカメラ (Fig.1)によって記録される．
Fig.2に示す平面偏光器について，主応力の方向が，偏光
子 Pの主軸となす角を とし，偏光子通過後の入射平面偏
光 a sin!t が検光子 A を通過してカメラに到達するときの
光の強度を計算する．
試験片を通過後の光は次式のように表わされる．
1方向 a cos sin!t
2方向 a sin sin(!t  )

(1)
これらが検光子 Aを通過するとき，Aの主軸方向成分とな
るから A通過後の合成波は，
a cos sin sin!t  a sin cos sin(!t  )
= a sin 2 sin(=2) cos(!t  =2) (2)
となる．したがって，Aを通過した後の光の強さ I は次式の
ようになる．
I = a2 sin2 2 sin2(=2) (3)
上式より，スクリーン上の光の強さは と  の値に依存し，
次の 2つの場合に I=0となる．
(1)  = 0; =2のとき: 偏光子，検光子の主軸方向が主応力
方向に一致し，この暗線は主応力方向を示す．この暗線
を等傾線 (isoclinics)と呼ぶ．
(2)  = 2n (n = 0; 1; 2;    )) のとき: 主応力の値が増
大して位相差 ( = (1tC=)(1   2), C: 光弾性係
数 (photoelastic ciecient)) が 2 の整数倍になるた
びに暗線が現れる．この暗線の順番をしま次数 (fringe
order)，暗線を等色線 (isochromatics) という．しま次
数 N は N = =2 である．
このように，主応力方向を示す等傾線を求めるには，平面偏
光器と白色光源を用いる．
一方，平面偏光器では，主応力方向を示す等傾線と主応力
差を示す等色線が重なって現れ，等色線の解析には等傾線が
邪魔になることが多い．このような場合には，平面偏光器に
1/4波長板 (quarter wave plate)を挿入して円偏光器を構成
すれば，等傾線を除くことができる．具体的計算については
省略するが，円偏光器において検光子を通過する透過光の強
度は次式として求められる．
I = a2 sin2(=2) (4)
上式には，式 (3)には見られた に関する項はなく，つまり
上式の透過光強度は，試験片の主応力方向 には関係なく，
主応力差 (1   2) に比例する相対的位相差  の値のみに
よって変わることになる．
3. 有限要素モデル計算
2次元問題を扱うために，変位成分 u; vの 2つを未知関数
とする変位法を採用する．これらの変位成分 u; vは座標 x; y
の関数となる．したがって，変位成分 uを 1次式を用いて
u(x; y) = a1 + a2x+ a3y = [1 x y]
8<:
a1
a2
a3
9=; (5)
と近似する．係数 a1; a2; a3 は求めるべき係数である．これ
らの係数は，3つの座標が決まれば求められる．要素として，
三角形 1 次要素を採用する．要素の部の変位 u; v は節点変
位の 1次関数として表される．
このようにして，未知関数 u; v を求める問題は，要素の
節点での関数値を求める問題に帰着される．座標の 1次関数
で未知関数を近似する場合には三角形 1次要素を用いるが，
近似式として，座標の 2次関数や 3次関数を用いてもよい．
このような場合には，平面ではなく，2次曲面の曲面の集ま
りとして未知関数を近似している．
形状関数を求める．u; v を
u(x; y) = a1 + a2x+ a3y
v(x; y) = a4 + a5x+ a6y
)
(6)
として定義する．三角形要素の節点を i; j; k とし，8<:
ui
uj
uk
9=; =
241 xi yi1 xj yj
1 xk yk
358<:
a1
a2
a3
9=; = [A]
8<:
a1
a2
a3
9=; (7)
を得る．式 (7)，逆行列 [A] 1 を計算し，[A] 1 を両辺に左
からかけることによって，係数 a1; a2; a3 を決定することが
できる．これを式 (5)に代入することにより，次式を得る．
u(x; y) = [1 x y]
8<:
a1
a2
a3
9=; = [1 x y][A] 1
8<:
ui
uj
uk
9=;
= [Ni Nj Nk]
8<:
ui
uj
uk
9=;
(8)
ここで，Ni Nj Nk は形状関数であり次式となる．
Ni(x; y) =
(xjyk   xkyj) + (yj   yk)x+ (xk   xj)y
(xjyk + xkyi) + xjyk   xjyi   xiyk   xkyj
Nj(x; y) =
(xkyi   xiyk) + (yk   yi)x+ (xi   xk)y
(xkyi + xiyj) + xjyk   xkyj   xjyi   xiyk
Nk(x; y) =
(xiyj   xjyi) + (yi   yj)x+ (xj   xi)y
(xiyj + xjyk) + xkyi   xiyk   xkyj   xjyi
9>>>>=>>>>;
(9)
式 (8)を二次元に拡張してマトリックス表記をすると次式を
得る．y 方向変位 v についても，x方向と同じ形状関数を使
用できる．

u(x; y)
v(x; y)

=

Ni 0 Nj 0 Nk 0
0 Ni 0 Nj 0 Nk

8>>><>>>:
ui
vi
uj
vj
uk
vk
9>>>=>>>;
= [N ]fdg
(10)
Bマトリックスは形状関数マトリックスを微分することか
ら求められる．要素剛性マトリックス [k]は次式から求めら
れる．
[k] = [B]T [E][B]
Z
V
dV = [B]T [E][B]At (11)
ここで，A は要素の面積，t は要素の厚さ，[E] は弾性係数
マトリックスである．
本研究の光弾性実験で用いたエポキシ樹脂板材の板厚は小
さく (t=3 ～ 6mm)，平面応力問題として有限要素モデルを
構成した．この弾性係数マトリックス D は
D =
E
1  2
264 1  0 1 0
0 0
1  
2
375 (12)
である．要素として，三角形一次要素を用いた．ヤング率 E
については，エポキシ樹脂板材の引張試験を行ったが，信頼
できるデータが得られなかったため，文献の値 E=3 GPaを
有限要素計算に用いた．MATLABを用いて有限要素法プロ
グラムを作成し応力解析を行った．
4. 二次元応力状態の光弾性実験と有限要素解析
4.1 はりの 4点曲げ試験
(1) 実験
試験片の下辺を 2 点で支持し，上辺の 2 点に荷重を加え
るはりの 4点曲げ試験によれば，2つの負荷の作用点間で曲
げモーメントM が一定となり，はりの軸方向応力 がはり
のたわみ方向に対して線形となる．
M =
Wa
2
(13)
 =
M
I
 y = Wa
2I
 y (14)
ここでW は荷重，aは支持点と荷重点との距離である．I は
断面 2次モーメント，y は中立軸からの距離を示す．
M が一定になると 1，2 の一方の値が 0 になり， が
はりのたわみ方向に対して線形となると主応力差の光弾性縞
が等間隔で現れる。そのため，この試験方法は次式で表され
る光弾性感度 を求めるのに適している．
 =
N
  t =
N
(1   2)t (15)
ここでN は縞次数，tは試験片の板厚，は応力，(1 2)
は主応力差である．光弾性感度 とは，厚さ 1mmの板試験
片に 1 N/mm2 の単純応力 ，あるいは 1   2 を作用させ
るとき現れる等色線の縞次数を表し，感度の高い材料ほど大
きな値を示し縞が多く出やすい．
4点曲げ試験によって求められる光弾性感度 は 1，2
の一方の値が 0になり次式から求められる．
 =
Ntotalb
2
6Wa
(16)
ここで，Ntotal は上縁と下縁に生じる縞次数の和，bは板幅
である．
この試験では，はり (長さ: 110mm, 幅: 15mm, 板厚:
5.7mm)のエポキシ樹脂の下辺を 2点で支持し，上辺の 2点
に荷重を合計 100Nから 300N加えた．下辺の 2つの支持点
をそれぞれ両端から 3mmの位置とした．上辺の 2点の荷重
作用点は，それぞれはりの両端から 30mmの位置に設定し
た．Fig.1の装置で単色光を用いて 4点曲げ試験をそれぞれ
の荷重で 10回行った．荷重装置は Fig.1の光弾性実験装置に
組み込めるよう自作したものを使用した．Fig.3は 4点曲げ
試験に用いた荷重装置を示す。Fig.4は各荷重のときの光弾
性感度の平均値と標準偏差を示す．Fig.4から荷重が大きく
なるにつれて光弾性感度の精度が良くなる傾向にあるといえ
る．最も標準偏差の小さかった合計荷重 300Nの光弾性感度
の平均値は 0.0939mm/Nとなった．光弾性感度のこの値は
従来データと同等であった．また，Ntotalは約 20であった．
Fig.5は上辺の 2つの荷重点にそれぞれ 50N加えて,観察
された等色線縞画像を示す．光弾性感度を求めるときに合計
荷重 100Nで 10回実験を行ったが，その中の 1枚の等色線縞
画像である．この縞画像と求めた光弾性感度から 1，2と主
応力差分布を求めた．Table 1は各縞次数に対しての 1 2
を示す．Fig.5の試験片の荷重作用 2点間のはりに現れる等
色線に着目すると中立軸に 0次の等色線があり，中立軸から
上下の縁まで 1，2，3と次数が増加する．Table 1を確認す
ると次数と比例して 1   2 が増加していることがわかる．
Table 1 Fringe order and corresponding dierence
in principal stress.
Fringe order 0 1 2 3
1   2(MPa) 0 1.87 3.74 5.61
4点曲げ試験では荷重作用 2点間のはりの下部では 2 の
値が 0になり 1 のみ存在するため，ただちに (15)式から最
Fig. 3 Loding apparatus
Fig. 4 Average photoelastic sensitivity
Fig. 5 Isochromatic fringe image for 4 point bend-
ing test
大引張応力を求めることができる。10 回行った実験から最
大引張応力の平均値を求めたところ 6.24MPaとなった。
次に Fig.1の装置で 1/4波長板を取り外し，白色光を用い
て，主応力方向を求める実験を行って得た結果を示す．Fig.6
は 4点曲げの主応力線である．
Fig. 6 Principal direction for 4 point bending test
of photoelasticity test
(2) 有限要素計算
光弾性実験と同条件で有限要素計算を行った．具体的には，
試験片の中立軸に位置する節点の x軸方向の変位，試験片の
中心に位置する節点の x,y軸方向の変位，中心に位置する節
点から一つ上の節点と下の節点の x軸方向の変位を拘束し，
上辺と下辺の 2 点にそれぞれ 50N，合計 100N の荷重を加
え，解析を行った．
Fig.7は相当応力を示す．荷重 2点間のはりに着目すると
中立軸では相当応力の値は 0になっており，中立軸から上辺
と下辺に向かうにつれて大きくなっているが，中立軸からた
わみ方向に任意の位置で，長手方向には応力が一様になって
いることがわかる．
Fig.8は 1，Fig.9は 2 の応力分布を示す．Fig.8，Fig.9
から荷重作用 2 点間のはり上部では 1 がおよそ 0 になり，
はり下部では 2 がおよそ 0になることがわかる．また，以
上のことから光弾性感度を求めるときに 1，2 の一方を 0
として計算してよいことが確認できた．
Fig.10は x の分布を示す．荷重作用 2点間のはり下部で
は引張応力であるため +，上部では圧縮応力のため  を示
す．荷重作用 2点間のはりの下部で引張応力 x が最大にな
り，最大値は 6.25MPaとなった．
Fig.11は Fig.5の等色線と同様，1   2 を示す．荷重作
用 2点間のはりでは 1，2 の一方が 0になるため，Fig.11
と Fig.7の荷重 2点間では応力分布は同じになったが，それ
以外の部分では応力は微小であるが異なることがわかった．
Fig.12は試験片の左端から 30mmまでの主応力方向を示
す．Fig.13は試験片の左端 30mmの位置から 55mmの位置
までの主応力方向を示す．すなわち，荷重点から試験片の中
心までの主応力方向を示している．Fig.13の上部と下部を比
較すると主応力方向がそれぞれ 90度回転していることがわ
かる．
Fig. 7 Equivalent stress
Fig. 8 Principal stress 1
Fig. 9 Principal stress 2
Fig. 10 Normal stress x along longitudinal axis
of beam
Fig. 11 1   2
(3) 結果の検証
(14)式に 4点曲げ試験に用いた試験片の形状と荷重と中立
軸から試験片下辺までの距離を代入し，荷重作用 2点間のは
り下部の最大引張応力を求めたところ 6.20MPaだった．光
弾性実験，有限要素計算で求めた値は上述したが，それぞれ
実験平均値 6.24MPa，有限要素計算値 6.25MPa であった．
Table 2は解析値，実験値，計算値を示す．各値は非常に近
い値となっていることが確認できた．
つぎに光弾性実験と有限要素計算で求められた 1 2 分
布を比較した．Fig.5と Fig.11は互いに 1 2 分布を示し
ているが，両者の分布が等しくなっているか判断できない．
したがって，Table 1 で確認できる各主応力差の値に  0.5
Fig. 12 Principal direction(0～30mm)
Fig. 13 Principal direction(30～55mm)
Table 2 Comparison of each value
Analitical value 6.20MPa
Experimental value 6.24MPa
Numerical calculation 6.25MPa
～0.5MPaの範囲を与え,各値の範囲内にある要素を Fig.11
で示した主応力差分布から抽出し，黒色で示した．Fig.14は
その結果である．Table 3 は Fig.11 の主応力分布より要素
を抽出したときの値を示している．Fig.5の等色線縞模様と
Fig.14 の黒線模様を比較すると類似していることが確認で
きたため，主応力差分布はおよそ等しいといえる．最後に
Fig.6と Fig.12,13の主応力方向を比較した．Fig.6の主応力
線では 1，2 の区別はできないが，主応力方向は確認でき
る．Fig.6と Fig.12,13の主応力方向のみに着目すると類似
した結果だということができる．
以上より，4点曲げの有限要素計算の妥当性が確認できた．
今回，有限要素計算の境界条件として，試験片の下辺 2点
に位置する節点の y 軸方向の変位を拘束し，試験片の端か
ら 55mmに位置するすべての節点の x軸方向の変位を拘束
したが，下辺 2つの支持点に位置する節点の x,y軸方向の変
位を拘束し，上辺の 2 点に荷重を加えたところ，Fig.15 と
なり，正確な解析が行えなかった．荷重作用 2点間のはり下
部の最大引張応力を求めたところ 5.36MPaとなり，(14)式
より求めた解析値と大きく異なった．Table 4は解析値，実
験値，有限要素計算値の比較を示す．また，上述した手順で
1   2 の分布の計算結果から Table 3の各値の範囲内にあ
る要素を抽出した結果，Fig.15となった．Fig.15と Fig.5の
等色線縞模様と黒色模様が大きくことなることから 1   2
分布が異なっていることがわかる．したがって，下辺 2つの
支持点に位置する節点の x,y 軸方向の変位を拘束した場合，
正しい解析が行えないといえる．この原因は支持点に位置す
る節点の x軸方向には変位が生じるためである．このことか
ら境界条件の設定で大きく計算結果が大きく変わることがい
える．
Fig. 14 Extraction result
Table 3 Value of extracted principal stress dier-
ence
No. 0 1 2 3
1   2(MPa) 0 ～ 0.5 1.37 ～ 2.37 3.24 ～ 4.24 5.51 ～ 6.11
Table 4 Comparison of each value
Analytical value 6.20MPa
Experimental value 6.24MPa
Numerical calculation 5.36MPa
Fig. 15 Incorrect analysis result
4.2 円孔引張試験
円孔試験片の一方の端を固定し，もう一方の端に引張荷重
を加える円孔引張試験によれば，円孔の縁で応力が集中し，
円孔の中心から長手方向に対して垂直に引いた線と交わる円
孔の縁で最大応力 maxとなる．有限幅 bの板に直径 dの円
孔がある場合の応力集中係数は荷重Wを用いて，(17),(18)
式の応力を基準にそれぞれ (19),(20)式で表される．
n =
W
(b  d)t (17)
n
0 =
W
bt
(18)
k =
max
n
=
(b  d)tmax
W
(19)
k
0 =
max
n0
=
btmax
W
(20)
上式で求まる応力集中係数 k，k0 は d=b の比で変化す
る．Table 5は n，n0 を用いた場合の応力集中係数を示す．
n を用いた場合，応力集中係数の値は d=bの値の増加とと
もに減少するが，n0 を用いた場合は増加することがわかる．
Table 5 Dierence in stress concentration factor
d/b 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
n を用いた場合の k 3.00 2.73 2.51 2.35 2.24 2.16
n
0 を用いた場合の k0 3.00 3.03 3.14 3.36 3.74 4.32
(1) 実験
負荷状態にある試験片の自由境界においては，境界に対し
て垂直な主応力は 0になり，境界の接線方向の主応力だけが
存在し単軸応力状態となる．すなわち，自由境界における応
力状態は，主応力 1，2 のうち，どちらか一方のみが存在
し，もう一方は 0である．したがって，自由境界の接線方向
の主応力の値は (15)式の主応力 1，2 が消え，次式から求
まる．
1; 2 =
N
  t (21)
円孔引張試験で最大応力となる円孔の縁は自由境界であるた
め，自由境界に現れる縞次数を確認すれば，(21)式より 1
を求めることができ，max と一致する．さらに円孔に対し
て遠方の一様引張応力 0 を求めれば，応力集中係数を求め
ることができる．
円孔試験片 (長さ: 190mm, 幅: 25mm, 板厚: 3.1mm，円
孔の径: 5)を用いて，縞次数 2～4の各次数で max となる
ように実験を行い max を求めた．実験は各次数に対して
2回，計 6回行い，得られた max と 0 を用いて応力集中
係数 Expk を求めた．Table 6は各縞次数ごとに対して求め
られた 0，Expk の平均値を示す．計 6回の実験から求めた
Expk の平均値は 2.82 だった．Fig.16 は縞次数が 4 で円孔
の縁が max となったときの等色線縞画像を示す．Table 7
は各縞次数のときの 1   2 の値を示す．
主応力差分布を確認するために，引張荷重を 50Nから 450N
まで 50N刻みで実験を行った．Fig.17は 200Nの引張荷重
を加えたときの等色縞画像を示す．ただし，試験片の左端か
ら 80mm～110mmまでを示した．この等色線縞画像で現れ
る次数は 2で，各次数に対応する 1 2 の値は Table 7で
確認できる．
Fig.1 の装置で 1/4 波長板を取り外し，白色光を用いて，
主応力方向を求める実験を行って得た結果を示す．Fig. 18
は円孔近傍の主応力線である．
Table 6 Dierence in stress concentration factor of
each fringe order
N d=b max (MPa) 0 (MPa) 
Exp
k
2 0.2 6.87 2.32 2.96
3 0.2 10.3 3.68 2.80
4 0.2 13.7 5.07 2.71
Fig. 16 Isochromatic fringe image of 4 order for
Circular Hole Tensile Test
Table 7 Principal stress dierence to fringe order
for Circular Hole Tensile Test
Fringe order 0 1 2 3 4
1   2(MPa) 0 3.44 6.87 10.3 13.7
Fig. 17 Isochromatic fringe image at 200N for Cir-
cular Hole Tensile Test
Fig. 18 Principal stress line for Circular Hole Ten-
sile Test
(2) 有限要素計算
円孔試験片 (長さ: 190mm, 幅: 25mm, 板厚: 3.1mm，円
孔の径: 2.5, 5, 7.5, 10, 12.5mm) の左端に位置する全節点
の x軸方向の変位を拘束し，左端のはりの中心に位置する節
点の y軸方向の変位を拘束し,右端に位置する全節点の x軸
方向に合計荷重 200Nを与え解析を行った．
d=bの比が 0.1から 0.5まで 0.1刻みで変化するように円
孔の直径を 2mmから 10mmまで 2mm刻みで変化させ，そ
れぞれの条件で求められた円孔の縁で生じる max と 0 か
ら応力集中係数 kFEM を求めた．Table 8は円孔試験片の
k
FEM の結果を示す．d=bの比が大きくなると，0 は一定
の値をとるが，max，kFEM は大きくなることがわかる．
Table 8 Dierence in stress concentration factor
d d=b max (MPa) 0 (MPa) k
FEM
2.5 0.1 7.68 2.53 3.03
5 0.2 8.04 2.53 3.18
7.5 0.3 8.57 2.53 3.38
10 0.4 9.45 2.53 3.73
12.5 0.5 10.8 2.53 4.30
Table 5の k，k0 の各値と有限要素計算で求めた Table
8 の kFEM を比較したところ，k0 と kFEM の対応する
値がおよそ等しいことがわかった．
有限平板の場合，n を用いることが多いが，この応力の
取り方は一定のものではなく，条件に応じて変化するため適
した方を用いればよい．
Fig.19 は円孔の径が 5mm の円孔試験片 (長さ: 190mm,
幅: 25mm, 板厚: 3.1mm）に引張荷重を 200N加えたときの
引張応力 x の分布を示した計算結果である．円孔から遠方
では応力は一様になり，円孔の中心から長手方向に対して垂
直に線を引いて円孔の縁と交わる位置で max となることが
確認できた．Fig.20は 1   2 の分布を示す．Fig.19の x
の分布と同様の位置で 1  2 が最大となることが確認でき
た．また，1 2の最大値は 7.38MPaであった．Table 7で
確認できるように max は 8.04MPaとなっており，1   2
の最大値と異なる．自由境界では，1,2 の一方が 0である
が，今回の有限要素計算では 2 が 0.66MPaとなり 0にな
らないため，1   2 が max と一致しなかった．三角形要
素の有限要素計算では要素内の応力が一定となるためである
と考えられる．
Fig.21 は円孔近傍の主応力方向を示す．具体的には左端
から 85～105mm，下端から 5～20mmの領域を示した．
(3) 結果の検証
円孔試験片 (長さ: 190mm, 幅: 25mm, 板厚: 3.1mm，円
孔の径，5mm）に引張荷重を 200N 加える条件で，光弾性
実験で得られた応力集中係数と有限要素計算から得られた
応力集中係数を比較した．Fig.23 は応力集中係数の有限幅
の解析解 k、無限幅の解析解 k0、実験値 kExp、FEM計
算 kFEM を示した。上述のとおり 6回の光弾性実験から得
られた応力集中係数は平均値 2.82，有限要素結果は 3.18と
Fig. 19 x
Fig. 20 1   2
Fig. 21 Principal stress direction for Circular Hole
Tensile Test of FEM
なり差が生じた。有限要素計算の応力集中係数が大きい値を
とったが d=bの比が 0.5以下の場合，設計を行う上では問題
ないと考えられる．
つぎに同様の条件のときの 1   2 の分布を比較した．
Fig.17 に光弾性実験結果の 1   2 分布が示されており，
Fig.20に有限要素計算結果の 1 2 が示されているが，両
者の分布が等しくなっているか判断できない．そこで 4点曲
げで主応力差分布を 1   2 を比較したときの手順で，光
弾性実験結果である Table 7 の値に  0.5～0.5MPa の範囲
を与え,各値の範囲内にある要素を Fig.20で示した主応力差
分布から抽出し，黒色で示した．Fig.22はその結果である．
ただし，試験片の左端から 80～110mm の領域のみ示した．
Table 9 は Fig.20 の主応力分布より要素を抽出したときの
値を示している．Fig.17 の等色線縞模様と Fig.22 の黒線模
様を比較すると類似していることが確認できるため，主応力
差分布はおよそ等しいといえる。つぎに Fig. 18と Fig. 21
との主応力方向を比較したところ主応力方向もおよそ等しい
ことが確認できた．
Fig. 22 Extraction result
4.3 円板圧縮試験
円板圧縮試験は今後，摩擦接触部近傍の破壊・凝着機構の
Table 9 Value of extracted principal stress dier-
ence
No. 0 1 2 3 4
1   2(MPa) 0～0.5 2.94～3.84 6.37～7.37 9.8～10.8 13.2～14.2
Fig. 23 Stress concentration factors calculated by
analytical solution(k and k
0), FEM(kFEM ), and
measured by photoelastic experiment(k
Exp)
解明をするために行った．
円板圧縮の場合，線接触となる．線接触に関するヘルツの
公式によれば接触圧力 pは
p(x) =
2w
b2
p
(b2   x2) (22)
b =
r
wR
K0
(23)
ここで，x は接触免状で円板の軸とは直行する方向の座標，
wは円板軸方向の単位長さあたりの荷重,bは接触半幅，Rは
円板の半径，さらに
1
K0
=
4


1  21
E1
+
1  22
E2

(24)
となる．ここで，E1，E2 は縦弾性係数，1，2 はポアソン
比である．
エポキシ樹脂 (E1=3GPa, 1=0.34), SUS303(E2
=193GPa, 2 =0.29) を用いれば，SUS303 でエポキシ樹
脂の円板を圧縮する場合の接触圧力と接触半幅の関係がわ
かる
Fig.24は円板圧縮の接触圧力と接触半幅の関係を示す．た
だし，荷重は 200Nとした．接触半幅 0.45mmと非常に小さ
い範囲で接触圧力が生じることがわかる．エポキシ樹脂の応
力ひずみ関係が線形となるのはおよそ 50MPa であるため，
円板圧縮実験では荷重を 200N以下に設定した．
Fig. 24 Contact pressure and contact half width
(1) 実験
円板圧縮試験では，エポキシ樹脂の試験片 (直径: 30mm,
板厚: 5.7mm)に 100N，150N，200Nの圧縮荷重を加え，そ
れぞれの荷重で 10回ずつ主応力差分布を求めた．Fig.25は
圧縮荷重 100Nを加えたときの等色線縞画像を示す．荷重点
は円板の中心から左右水平方向に線を引いたとき縁と交わる
点である．円板の中心から鉛直方向に線を引いて縁と交わる
位置に現れている縁近傍の等色線の縞次数は 0で荷重点に近
づくにつれて縞次数が増加する．荷重点近傍では等色線の間
隔が狭くなり，等色線と等色線の境界が判断できなくなる．
Table 10は読み取れる縞次数までの値と対応する 1 2の
値を示した．
Fig. 25 Isochromatic fringe image for disk com-
pression
Table 10 Principal stress dierence to fringe order
Fringe order 0 1 2 3 4
1   2(MPa) 0 1.87 3.74 5.61 7.47
Fig.1 の装置で 1/4 波長板を取り外し白色光を用いて実験
を行い主応力方向を求めた．Fig.26は円板圧縮を行ったとき
の主応力線である．荷重点の位置は Fig.25と同様である．
Fig. 26 Principal stress line for disk compression
(2) 有限要素計算
円板 (直径: 30mm, 板厚 5.7mm) の中心から水平方向に
線を引いて左縁と交わる位置にある節点の x,y方向の変位を
拘束し，右縁と交わる位置にある節点の y軸方向の節点の変
位を拘束し，x軸方向に圧縮荷重 100Nを加えた．
Fig.27 は 1   2 の分布を示す．荷重点から遠方の位置
では応力は非常に小さいが，荷重点で非常に大きな応力が生
じることが確認できる．
Fig.28は主応力方向を示す．ただし，円板の左上部分を示
しており，荷重点は Fig.25と同様である．
(3) 結果の検証
4点曲げ，円孔引張試験の検証で行った手順と同様にまず
光弾性実験結果である Table 10の各値に  0.4～0.4MPa範
囲を与え，各値の範囲内にある要素を Fig.27で示した主応力
Fig. 27 1   2
Fig. 28 Principal stress direction for disk compres-
sion of FEM
差分布から抽出し，黒色で示した．Fig.29はその結果である．
Table 11は Fig.27 の主応力分布より要素を抽出したときの
値を示している．Fig.25の等色線縞模様と Fig.29 の黒線模
様を比較するとおよそ類似していることが確認できるが荷重
点近傍は判断できない．そこで主応力方向を示した Fig.26
と Fig.28を比較したところ荷重点近傍の主応力方向に相違
があることが確認できた．したがって荷重点近傍の主応力差
分布に相違があることになる．Fig.27で圧縮荷重 100Nのと
きの主応力差の最大値がおよそ 55MPaとなっていることが
確認できるが，Fig.24 では 200N の圧縮荷重で最大接触圧
力が 50MPaとなることが確認できる．このことから，今回
の解析条件では精度が良くなかったといえる．円板など接触
部近傍の形状が解析の精度に大きく影響する場合，接触条件
を考慮した解析を行わなければならない．円板の場合，荷重
を加えていくと接触面積が大きくなり，それに従い接触圧力
も変化する．今回の有限要素計算では荷重点に位置する節点
のみに荷重を与えたため，接触面積の変化が考慮されておら
ず，一点のみに応力が集中したと考えられる．
Fig. 29 Extraction result
5. 結論
機械要素の摩擦接触部近傍の破壊・凝着機構の解明を将
来課題として，光弾性実験法の開発と光弾性実験と直接対比
Table 11 Value of extracted principal stress dier-
ence
No. 0 1 2 3 4
1   2(MPa) 0～0.4 1.47～2.27 3.34～4.14 5.21～6.01 7.07～7.87
可能な有限要素計算コードを開発した．得られた結果をまと
める．
1. 光弾性実験では基本的な応力解析実験として，はりの
4点曲げ，板材の引張試験，円板圧縮実験を実施し，供
試材料であるエポキシ樹脂の光弾性感度係数を求めた．
2. 実験で得られた等色線縞画像および等傾線縞画像から
得られた主応力線図を，自作した有限要素計算コード
により，よく再現することができた．
3. 円板圧縮では，解析が接触条件に大きく影響され，接
触条件の調整が必要であることがわかった．今後，摩
擦の凝着機構解明を目的として，摩擦・接触の光弾性
実験と FEM解析を進める．
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real contact area calculated by the
junction growth theory
最後に，摩擦・
接触問題の光弾
性実験の課題に
ついて述べる．マ
クロスケールで
現れる摩擦発生
の原因は，真実接
触部の凝着と引
きつづく凝着部
のせん断に要す
るエネルギー消
費であると考え
られてきた (凝着
説)．一方，表面
粗さの引っ掛かり
を開放してすべ
らせるのに必要
なエネルギーは
観測値の 1割程度であり，表面の凸凹は摩擦の主要因とはな
らないと考えられてきた (凹凸説の否定)．テーバーは，凝着
説の基に，材料の降伏条件式を凝着部のせん断変形に適用し，
この結果，凝着部に垂直荷重に加えて接線力 (摩擦力)が作
用することにより凝着部が成長し，接触面積も摩擦力の作用
とともに増大するとする説を唱え，実験結果を説明すること
に成功した．
モデル化では，ミーゼスの降伏条件式をを適用すると，真
実接触面積 Ar を  を用いて表すと次式を得る．
Ar = Ar
p
1 + 2 = Ar
1p
1  k2 (25)
この計算結果を Fig.29に示す．摩擦係数 は，が cr に
近づくと急に大きくなる．この  の増大に呼応して，真実
接触面積 Ar も増大する．
凝着部成長理論を光弾性実験で解明することを目的とし
て，エポキシ板とステンレス円筒の接触部の等色線画像から
読み取る接触面積が，摩擦力の増大とともにどう変化するか
を測定する．
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